Über spezielle Ebenen des Raumes R, 
von 


A. Hoborski (Kraköw) 


§ 1. Im vierdimansionalen, euklidischen Raume R, giebt es 
Ebenen, die die Eigenschaft besitzen, dass jede reguläre Kurve, 
die in ihr liegt, isotrop ist. Um diesen Satz zu beweisen, wollen 
wir zuerst folgendes Problem lösen: es sollen alle isotropen Vek- 
toren des R, bestimmt werden, die zu einem gegebenen isotropen 
Vektor ortogonal sind. 

Wir erinnern an folgende allgemeine Definitionen !): ein Vek- 
tor mit den Komponenten u, (i= 1, 2,.„ n) ist isotrop, wenn er 
zwei Bedingungen erfüllt: 


(1) Š ju|>0, Fu=0. 
iml i=l 


Zwei Vektoren mit den Komponenten «,, resp. v; (i=1,2,..,n) 
nennt man ortogonal, wenn: 


(2) 5 Wv =0 
i=l 


ist; sie sind parallel, wenn es zwei, nicht zugleich verschwindende 
Zahlen A, u von der Art giebt, dass die Relationen 

(3) Aup uv =0 (i=1,2,..,n) 
zutreffen. 

Für R, und R, gilt der bekannte Satz: Sind zwei isotrope 
Vektoren des R, oder R, zu einander ortogonal, so sind sie auch 
parallel. Dieser Satz ist aber unrichtig ?) für R,, wenn n >4 ist. 
Deshalb ist unser obiges Problem nicht trivial. 


1) Wir setzen in dieser Note voraus, dass der Raum R,„ auf ein orto- 
gonales Achsensystem bezogen ist. 

2) Dass im Falle n=4 der Satz unrichtig ist, beweist ein einfaches Bei- 
spiel zweier Vektoren (1,:,0,0), (0,0,1,:), das vom Herrn S. Gołąb stammt. 
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§ 2. Es sei also ein isotroper Vektor u, (i=1,2,3,4) im R, 
gegeben; wir wollen alle isotrope Vektoren v; (i= 1,2,3,4) fin- 
den, die zum Vektor u; ortogonal sind. Es soll also sein: 


4 
(4) Zzw=0, 2|uw|>0; 
i=l 
4 
(5) Zu=0, 2io|>0, È uv; = 0. 
i ie] i=l 


Ausserdem werden wir annehmen, dass es keine Zahl A giebt, 
für welche die Relation 

(6) v; = A (i =1, 2,3, 4) 
zutreffen könnte; wir tun diese Annahme, um die triviale Lösung 
(6) auszuschalten. 

Zur Lösung des Problems bedienen wir uns der bekannten Vek- 
torrechung für R, Auf Grund (4) sind wenigstens zwei Zahlen 
u, von Null verschieden. Wir nehmen zuerst an, dass u, #0 ist. 
Mit e, (k=2,3,4) bezeichnen wir ein ortogonales Dreibein von 
Einheitsvektoren in einem Hilfsraum R, und führen zwei Vek- 
toren ein: 


(1) u= e, v= LA 
kæ? k=2 
wodurch (4) und (5) folgende Form annehmen!): 
4 
(81 2) wtuxu=0, umrzuxal>0; 


4 
(9.2.3) vtrexr=0, |v +2|vxel>0, up H UX =Q. 
Da u, #0, so folgt aus (9,): 


(10) EEE 09) 
u] 
worauf (9,) ergiebt: 


(u Xv) uivxv=0; 
hieraus und (8,) folgt weiter: 
(uxv -uxuvxv=0 
oder 


(11) (uNv)x(uNv)=0. 


1) Mit X bezeichnen wir das innere (skalare) Produkt, mit A das Aus- 
sere (vektorielle) Produkt zweier Vektoren für Ra. 
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Weder & noch v ist ein Nullvektor und da nach Voraussetzung (6) 
nicht erfüllt ist, ist auch w Av kein Nullvektor; dies sammt (11) 
ergiebt, dass œw Av ein isotroper Vektor des Raumes R, ist; es 
lassen sich also die Komponenten von w Av längs e, durch zwei 
Parameter A, u in folgender Weise ausdrücken: 


(12,23) (U, v, ea =4?—u?, |wv,ej=2iu, |wv,e,j=i(A?-+u2), 
wobei |æ, b, c| die Determinante der Vektoren æ, b,c bezeichnet. 
Die Parameter å, u sind jedoch nicht beliebig, denn es ist: 
4 4 
zlu, V, Cr| w = |u, v, Zin e= |u, v, u= 0; 
daraus folgt die Relation: 
(42? — p?) ua +2 Au ug +i( + u’) u, =0 
oder: 


(13) A? (Ug F iua) + 2 Àu ug — u? (ug — iu). 
Wir unterscheiden zwei Fälle, jenachdem (I) ua + iu, = 0 oder (II) 
Ug + iu, #0 ist. 
I. Ist uu,+iu,=0, so ist + wW=0), also nach (4) auch W+ u= 0 
und da u, #0 ist, so ist auch ù 0. Aus (13) erhalten wir jetzt: 
(1) a=0, A#0 und beliebig oder (I, 2) A= u, u40 
3 
und beliebig. Im Falle (I, 1), den wir zuerst betrachten, bekom- 
men wir aus (12): 
(14) (u, V, e| =4, |wv,e|=0, |u, v, e|=iA®. 


Aus (14,) folgt zuerst, dass %, V, € in einer Ebene liegen, es 
existieren also Zahlen ọ und ø, dass: 


(15) v=ou+ge, |el+lel>0. 

ist. Wenn man dies in (14,) einsetzt, so erhält man u0 und 
ER 
ie 


bei diesem Werte von g ist auch (14,) erfüllt. Wir erhalten also 
(t= A? gesetzt): B 
(16) v=ou+.- ey 
2 
nachher ergibt (10): 
it 
Vi = 0U — %%, Us. 
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Daraus und aus (16) folgt: 


it tt 
A7) =0owm— he BEN, Vz =C úg + Fr y=0u. 
Man überzeigt sich leicht, dass wir damit eine Lösung unseres 
Problems erhalten haben. 

Im Falle (I, 2) übergehen die Gleichungen (12) in folgende 


“+ u 2iu 
ju, v, e= — ——; tuè, |u, v, e3| = — 4 " 
(18) j i Ay 
|u, v, e,] Ailes PE 
BIST 2 


Aus diesen Relationen erhält man: 

; u 
(19) |u, Bintara: 
es giebt also zwei solche Zahlen ọ, ø, dass: 


(20) v=ou+e|ie +e — ite). 


Wenn wir diesen Ausdruck in (18) einsetzen, so erhalten wir: 


T 
er 


U’ 


wenn t= u? ist. Für diesen Wert für ọ ergiebt (20): 
Efi u 
(21) v-ou- (it ie). 


Hieraus und aus (10) folgt: 


eo a, 
1 tu 


Es ist also, wenn wir noch = gu, u? setzen: 


v = OU, + Ọ Ug Ug Vg = O Ug — ÌE Uy Ugy Vg = O Ug + E Uy Ug 


(22) 
V4 = O Ug Fr Q Ui Ug. 


Im Falle II (sog. allgemeine F.) erhält man zuerst aus (13): 


— Ug + EtU 


(23) I= TR 


t= + 1). 
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Setzen wir für (23): 


(24) M—ut=aı, 22u=azu, ill + u?) = atè, 
so ist 


a „Air SHE P _ 2 u — eiu) 
95 2g (u + iu,)? : Ug + iu, ’ 
von) _ _ iit wit Eu — er LA 
e (Ua + iu,)? 


Da jetzt u+ iu, #0 ist, so setzen wir: 


Va + im _ 
an) Ug + iu; 


=0 oder V X (e, + ie,) = 0 (u + iu). 
Die Gleichungen (12) ersetzen wir durch folgende: 
und berechnen (uA®)/\(&+ie,); wir erhalten leicht: 

V (Ua + iu) — UO (Ua + iu) = (idz €z + (Ag — Ù ag) E3 — ag €4) u. 
Es ist a,—ia,=2i, wie aus (25) leicht folgt. Setzen wir u?=t(ug+iu4), 
so bekommen wir: 
es ist also nach (10): 

Yy=0u + 2er. 
Wir erhielten also folgende Lösung: 
V =O0UW H 2ET, Va = COU tigt Vg = OUz +Ê2it, 
V = = 0 Ua == Ast. 
Wenn wir noch = (u + iu,)ọ setzen, so nimmt die gefundene 
Lösung folgende Form an: 
(27) y=om+2Eee(w+WÜ, %=0u — 21E (Uz — ei), 
Vg = O Ug + 21E (Ug + iua), Vg = O Ug + 2 E (Ug — Eiu,) 


Setzen wir hier u -+ iu, =Q; wir erhalten — wie leicht zu er- 
sehen ist — die Formeln (17); dazu genügt es nämlich in (17) 


T 5 P 
=0, T= 2 Ọ Uz (Ug — Eiu) 
Uz U 
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zu setzen. (Man vergesse auch nicht, dass in dem Falle (I, 1) 
ui = — u ist!) 
Die Lösungen (17) sind folglich in (27) als Grenzfall enthalten. 
Es bleiben also zwei Fälle übrig, die durch die Formeln (22) 
und (27) bestimmt sind. Sie sind ganz verschieden, denn aus (22) 
erhält man 
Va + iV, = — 2 i ọ t4 t 0, 


da man ọ #0 wählen muss; aus (27) folgt aber für w-+iw,=0, 
dass auch v, + iv, =Q ist. 
Wir haben folgendes bewiesen: 


Satz 1. Wenn u (i=1,2,3,4) die Komponenten eines ge- 
gebenen isotropen Vektors im R, beteuten, so sind die Kompo- 
nenten v, aller isotropen Vektoren, die zum Gegebenen ortogonal 
sind, durch folgende Formeln bestimmt: 

(A) Formeln (22), wenn FI, us+iu,=0, Jal+je|>0, 
sonst o, ọ beliebig; 

(B) Formeln (27), wenn u, #0, |o|+|e|> 0, sonst o, ọ beliebig. 


Im Falle, wenn 4,0, ug-+iu,=0 ist, haben wir ausser (22) 
noch Vektoren, die aus (27) folgen: 


(28) =, Hm —iTz Vg =O Ug, V= COUT, 


wenn tÆ 0, sonst o, t beliebig. 

§ 3. Wie aus den Formeln (22) und (27) zu ersehen ist, liegen 
die Vektoren (22) in einer Ebene des R, dasselbe gilt für die 
Vektoren (27). Wenn wir mit m, (i= 1,2,3,4) die ortogonalen 
Kartesischen Koordinaten bezeichnen, so ist durch die Gleichungen 


Lı =Y U + Zug Ug, Lo = YU— TU U, Lg = Y Uz + Z Uy U 


(29) 
La = Y Ug ac ZU] Ug 


bei beliebigen y, z eine Ebene durch den Koordinatenursprung 
bestimmt; es soll u, #0, u+ iu,=0 sein. In dieser Ebene lie- 
gen unendlich viele isotrope Vektoren mit dem Anfanspunkt im 
Punkte (0, 0,0,0). Dies ist eine Eigenschaft, die den Ebenen des 
R, nicht zukommt. 

Eine zweite elementare Eigenschaft—die man leicht beweist — 
beruht darauf, dass die Ebene (29) nur einen einzigen reellen 
Punkt (nämlich den Ursprung) besitzt. 
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Noch eine — gewiss die interessanteste — Eigenschaft wollen 
wir angeben: jede reguläre Kurve dieser Ebene ist isotrop. Wir 
erhalten aus (29), dass ds? = dæ}= 0, ist, was unsere eingangs 
ausgesprochene Behauptung beweist. 

Wenn %+iu,=#0, so erlauben uns die Formeln (27) folgende 
Ebene zu definieren 


(30) L =Y Uy H ZE (Uo tin), L= Y Ug — Zi (Uz — Eiu) 
Lg =Y Ug + İZ (Uz tin), La =Y Ug +? (Ug — EÙ). 

[Wenn aber ug+iu,=0, so soll hier e= +1 so gewählt wer- 
den, dass ug + eiu ist]. Auch für diese Ebene ist ds? = 0. 


Kraków, 16 IV 1936. 
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